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Teorema. Sea / una función real definida en un entorno de Xo entonces / es 
analítica si y solo si 

1. f(x) es C°° en un entorno de xq. 

2. Existen dos números positivos ó y M tal que para cualquier x 6 (xo — 
¿>, xo + ¿0 vale la desigualdad: 



l/ fc WI<M| 



para cualquier k > 0. 



Demostración. Supongamos primero que / es una función analítica alrede- 
dor de Xo- Esto significa que para cierto e > 0 en el entorno (xq — e, xq + e) 
podemos escribir a la función como: 

(1.1) /(x) = flo + a i(x — *o) + a i(x — xo) 2 + . . . 

También podemos diferenciar termino por termino tantas veces como quera- 
mos, lo cual nos da 

(1.2) /« (x) = ««, + í*±^Ü(x - xo) + <~ k + 2 ^ (x - x 0 f + ... 

Ahora, sea 0 < 25 < e, si | x — Xo | < 2¿>, entonces la serie converge en x, esto 
nos dice que lím a n (25) n = 0, es decir el conjunto {a n (25) n } esta acotado, 

luego existe un número positivo M tal que M > \a n (25) n \ para cualquier n. 
Usando lo ultimo junto a (2) tenemos que: 

|/«« | < ki\a k \ + + + glSfegl^ + . . . 

M (fc + 1)! M (fc + 2)! M 2 

- 2¿ fc 1! (2¿) fc +i 2! (25) k + 2 



k\M 

j2¿J k 



k + 11 (fc + l)(fc + 2) 1 
+ 1! 2 + " 2! 2 2 + """ 

1 



2 fc¿fc V 2 
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Para terminar solo hace falta notar que el M del teorema es 2M. 

Ahora, supongamos que / es infinitamente diferenciable en un entorno (xo — 
5, Xq + S), luego expandiendo en un polinomio de Taylor finito junto a su resto 
(de Lagrange) tenemos que 

f(x) = fM + /"faX» -«>) + f^M^l + . . . + «2 {x _ 

Con 0< |£ — xq | < | x — xq | - Ahora aplicando 2. obtenemos: 



(n + 1)! 



|x - xn|(" +1 ) < M(n + 1)! |x - xnl M+1 = mÍ 1 *"* 0 ^ 



n+l 



Pero esto significa que si | x — Xo | < ó entonces cuando n — > oo, el lado derecho 
se va a 0, y por lo tanto el termino de error tiende a 0. Luego / es analítica en 
ese entorno y esto termina nuestra demostración. 

Ejercicio. Sea f(x) = exp (^^j en (0/+ 00 ) Y /(O) = 0 probar que es C 00 en 

[0,oo), pero que no se puede expresar como una serie de potencias alrededor 
de 0 ¿Qué esta pasando con relación al teorema anterior? 1 

Ejercicio. Probar que 

k + 11 (fc + l)(fc + 2) 1 _ _ lV (fc+1) 

+ 1! 2 + 2! 2 2 + "' V 2y< 

Las cosas son peores cuando podemos probar que: 

Teorema. El conjunto de funciones C°° es de segunda categoría. 

Demostración. 



Varios grandes matemáticos, entre ellos Lagrange, creian que todas las funciones podian 
ser representadas con una serie de potencias, lo cual se creyó como verdadero hasta principios 
del siglo XIX. Este ejercicio es un contraejemplo de Cauchy a otra afirmación de Lagrange de 
que diferentes funciones tenian diferentes series de potencias. 
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Números Complejos 



1. Definiciones de los números complejos 

Vamos a ver alguna de las definiciones que se podrian tomar para obtener 
los números complejos. Recordemos primero la definición de cuerpo. 

Definición 2.1. Sea 7Z un conjunto en el que están definidas la suma a + b y 
el producto ab para cualquier a,b G 7Z , entonces llamaremos a R un anillo 
conmutativo si vale lo siguiente: 

(i) Es cerrado: Para cualquier a, b € 7Z entonces a + b^7Zyab^7Z. 

(ii) Unicidad: si a = a' y b = b' entonces 

a + b = a' + b' y ab = a'b' 

(iii) Ley Conmutativa: Para cualquier a, b G 1Z entonces 

a + b = b + a y ab = ba 

(iv) Ley Asociativa: Para cualquier a,b,c G 7Z entonces 

aib + c) = (a + b) + c y a(bc) = (ab)c 

(v) Ley Distributiva: Para cualquier a,b,c €lZ tenemos que, 

a(b + c) = ab + ac 

(vi) Neutro Aditivo: 71 contiene un elemento 0, tal que 

a + 0 = a para todo a G 7Z. 

9 
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1. Definiciones de los números complejos 



(vii) Neutro Multiplicativo: 1Z contiene un elemento 1 ^ 0 tal que 

al = a para todo a G 1Z. 

(viii) Inverso aditivo: Para cualquier a G 1Z, la ecuación 

a + x = 0 

tiene una solución x G 1Z. 

Definición 2.2. Un cuerpo, es un anillo conmutativo T que para cualquier 
elemento a ^ 0, tiene un elemento inverso a -1 que satisface = 1 

Notamos algunas de las definiciones de los números complejos 

1. Consideremos a (R 2 , +, •) donde + es la suma usual coordenada a coor- 
denada y 

• (a, b) (c, d) = (ac — bd, be + ad) 
Es fácil ver que se verifican todos los axiomas de cuerpo. 

2. Sean R[x] los polinomios con coeficientes reales y sean P, Q G R[jc], 
entonces vamos a tomar como una relación de equivalencia, P ~ Q, 
cuando x 2 + 1|P — Q. 

Sea R[x]/ ( x 2 +(? ^ = {(P) : P G R[x] el conjunto de las clases de equiva- 
lencias dadas por la relación anterior, podemos definir la suma y multi- 
plicación de la siguiente manera, 

(P) + (Q) = (P + Q) 
(P)(Q) = (PQ) 

También es fácil ver que es un cuerpo y que (x) 2 = (—1). 

3. Sean R 2x2 podemos definir a los complejos por el subespacio generado 
por 



"1 0" 




"0 -1 


0 1 




1 0 



Donde la primer matriz representaría a 1 y la segunda a i. 

4. En la practica vamos a denotar a C = {a + bi: a,b G R} donde es un 
R — ev de dimensión 2 con un producto tal que (C, +, •) es un cuerpo. 



1. Definiciones de los números complejos 



11 



2. Topología de los números complejos 

Podemos considerar sobre C cualquiera de las distancias que podiamos 
definir sobre R 2 . Vamos a tomar como norma, si z = a + bi, |z| = \Az 2 + b 2 . 

Algo que nos va a servir cuando estudiemos las homografías es el plano 
ampliado y su equivalencia a la esfera de Riemann . Definimos al plano am- 
pliado C = C + {oo}, es decir consideramos al 'infinito' como un punto nue- 
vo. Las operaciones se definen casi como la recta real extendida, es decir, 
z + oo = oo, zoo = oo, pero siguen sin definirse oo + oo, oo — oo, oo 0. 

Definición 2.3. Abiertos cerrados disco unidad, bola unidad, frontera etc TO- 
DO. 

Definición 2.4. Límite superior TODO 



3. Homografías 
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Series 



1. Primeras Definiciones 

Daremos un breve estudio de series que nos va a a servir una vez que pro- 
bemos la analiticidad de las funciones holomorfas. Todos los teoremas vistos 
para series reales tienen su versión compleja, casi sin ninguna modificación, 
vamos a intentar pasar rápido por ellos y ver algunos nuevos. Como siempre, 
primero definiciones: 

Definición 3.1. Diremos que una sucesión {z n ) n >\ de números complejos con- 
verge, si existe un z G C tal que para cualquier e > 0, existe unNeN tal que 
para todo n > N, 

\z n — z| < e. 

Definición 3.2. Dada una sucesión de números complejos (z n )„>i, sus sumas 
parciales S n = Ljt=i z k diremos que su suma converge a S y lo notaremos 

E Z n = S 

n=l 

si y solo si, lím M ^oo S n — > S. 



Nota. Dada una sucesión (z M ) w >i G C, podemos ver que la convergen- 
cia de la misma vive o muere con la convergencia de su serie asociada 

EÍLi z n ~ z n _i, ya que z N = z 1 + £^ =1 z n - z n - X - 



Como en el estudio de las series reales también tenemos convergencia 
absoluta: 
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1. Primeras Definiciones 



Definición 3.3. Dada la serie YLn=\ z « diremos que converge absolutamente 
si X^° = i \z n \ converge, y que converge condicionalmente si converge pero no 
converge absolutamente. 

Proposición 3.4. Dada una serie de números complejos Y^n—\ z w 

1. Si la serie converge absolutamente, entonces converge condicionalmen- 
te. 

2. Si la serie converge absolutamente, dada una permutación de los núme- 
ros naturales por o". JNT — Y IN, tenemos que YLo-( n ^ = \ z-n también converge 
y además converge al mismo valor. 

Definición 3.5. Podemos dar un paso más y definir series de funciones, dada 
una sucesión de funciones (/ M )„>i, /„ : O — » C. 

1. Diremos que /„ converge puntualmente a una función /: O — > C si 
dado z£Íl existe el límite lím^^oo Í2n=i fn(z) y es igual a /(z). 

2. Diremos que converge absolutamente si converge puntualmente y abso- 
lutamente. 

3. Diremos que /„ converge uniformemente a / : O — )■ C, si, dado e > 0, 
existe un M G N, tal que para todo N > M y para todo z £ O, tenemos 



N 

E/«( z )-/( z ) 

w=l 



< e 



Ejemplos. Observemos que la convergencia absoluta no es equivalente a la 
convergencia uniforme: 

1. Yln=\ z " converge absolutamente en la bola B\ (0), pero no uniformemen- 
te. 

2. La siguiente suma converge uniformemente pero no absolutamente 

y til. 

n=i n +\ Z \ 

Proposición 3.6. Dada una sucesión de funciones (f n ) n >i definidas en O, 
converge uniformemente si y solo si es uniformemente de Cauchy, es decir, 
para cualquier e > 0, existe un N G N tal que si m, n > N y para todo z G O, 
las sumas parciales S n (z),S m (z) están a e de distancia. 



2. Series de potencias 
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Demostración. TODO 

Teorema 3.7 (Test M de Weierstrass). Sea una sucesión de funciones /„ : O — >• 
C, si para todo n y para todo z G O, |/ n (z)| < M M y £M n < oo entonces YLfn 
converge uniformemente. 

Demostración. Como la serie de M n converge tenemos que existe un k G N 
tal que para todo N > k, J^¡=k Mk < £, y además 

N N N 

\Efn\< L\fn\< E M "< £ 

n=k n=k n=k 

Luego la serie cumple la condición de Cauchy del teorema (3.5) y es unifor- 
memente convergente. 



2. Seríes de potencias 

Una de las aplicaciones del test M de Weierstrass es la siguiente. 

Proposición 3.8. Si la serie de potencias Yln=o \ a nV n < 00 para cierto r > 0, 
entonces E~=o fl « z " converge absolutamente en el disco cerrado D r (0) 

En varios casos queremos extender las nociones que teniamos de los casos 
reales para series y sucesiones al plano complejo, un buen ejemplo es el si- 
guiente y es la relación de una sucesión con una serie de la función exp. 



Ejemplo. 



_ oo n 

lím (l + -) n = E -1 

n=0 



Demostración. Primero notemos que: 

z n - fn\ z k 00 fn\ z k 

Donde la última suma vale por propiedades básicas del binomial. 
Entonces, tomando límite 

y y - zk -Y- 
¿o w ™ (n-k)\n k k\ ~ \¿k\ 
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2. Series de potencias 



Pero ahora necesitamos justificar la segunda igualdad, donde esta el signo de 
pregunta, es decir el cambio entre la sumatoria y el límite de la sucesión, para 
esto vamos a necesitar la ayuda del siguiente teorema. 

Teorema 3.9 (Convergencia dominada para series). Sea z n ^ una sucesión de 
números complejos tal que 

1. lím„^oo z w = Zfc para todo k. 

2. \z n¡k \ < M k para todo k, n y Y*=\ M k < 00 '• 
Entonces 

oo oo 
lím Z n,k = E Z k 

n ^to k=0 

La demostración se pospondrá hasta la siguiente sección. 
TODO definición hay que mejorar esto 

Definición 3.10. Radio de convergencia. Sea el siguiente número real 

a = sup{r > 0: {a n r n } está acotado } 

Teorema 3.11 (Abel). Sea X^L 0 fl « z " una ser i e de potencias, y p definido como 
recién anterior, entonces 

1. Si r < p, tenemos que la serie converge absolutamente y uniformemente 
enD r (0). 

2. Si |z| > p entonces la serie J^a n z n es divergente. 

Demostración. 1) Sea r < p, tomando r tal que r < r y por lo tanto menor 
que p. Entonces tenemos que la sucesión esta acotada es decir 

\a^\ < M 

Entonces 

f-n yn 

\a n r n \ = \a n r n \- < < M n 
r r 

Aplicando el Test M de weierstrass tenemos que la serie converge. 

2) Tenemos que |z| > p, pero entonces por la definición de p tenemos que 
a n \z\ n no es acotada, en particular lím M ^oo a n z n ^ 0. 



2. Series de potencias 



17 



Ejemplos. Algunos ejemplos para fijar ideas. 

1. Para la serie E~=o z " tenemos que p — 1, pero para |z| = 1 la serie no 
converge. 

2- d°=o — pasa lo mismo que en el ejemplo anterior. 

Ejemplo. Sea la serie S(z) = X^°=o z2 "' igual que en los ejemplos anteriores 
tenemos que p — 1, pero además existe un denso D en el borde del disco tal 
que si z G D, existe una subsucesión (w n ) n >\ en Bi(0) tal que \S(w n ) | diverge 
cuando n tiende a infinito. 

Demostración. Primero probemos que existe alguna sucesión (z n ) n >i con 

lím =1 y lím S(z n ) = oo 

Tomemos una sucesión cualquiera (w M )w>i Q #i(0) q ue tiende a 1, si S(w nk ) 
diverge para alguna subsucesión listo, tomamos z¿- = w nr Sino, podemos 
suponer que S(w n ) esta acotado, y límS(w n ) =«eC. Ahora notemos que: 

00 

S(z 2 )=5> 2 " = S(z)-z 

M = l 

00 

S(z 4 )= £z 2 " = S(z)-(z + z 2 ) 

w=2 

Inductivamente, dado k natural tenemos 

S(z 2ÍC )=S(z)-(z + z 2 + ...z 2 ^) 
Pero entonces, si tomamos n grande y ponemos w n en vez de z 

S(W 2 ") = S(w n ) -(W n +wl + ... Wn X ) 

Tenemos que S(w n ) tiende u, pero el resto es una suma de n valores tan cerca 

de 1 como querramos. Es decir |S(w 2w )| diverge. 

Falta construirnos el denso D; para esto consideremos el conjunto 

D = k G NAO y M < 2 fc | 

Esto es claramente denso en [0, 1] y podemos tomar a D como los números 
de la forma 

e 2niM/2 k 
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3. Teoremas clásicos de convergencia 



Ahora, si elegimos w = e 2mM ^ 2 y tomamos la sucesión de la primera parte 
z n = r n e ldn anterior, es decir con límr n = 1 y lím6> n = 0, entonces podemos 
usar z n para construir la sucesión 

„, _ 2kr r J6„/2 k +2nM/2 k 
W n — y r n t - 

Es claro que lím w n = w y además, 



Luego 




tiende a infinito está acotado 

Osea que |S(w n )| diverge. 



3. Teoremas clásicos de convergencia 



Nota. Repasear la definición de lím sup 



Teorema 3.12 (Cauchy-Hadamard). Dada la serie de potencias X^°=o c « ( z — 
z Q ) n , sea 

A = límsup \J\c n \, r = — 

Donde r = oosiA = 0yr = 0siA = oo. Entonces: 

1. Si \z — Zq\ > r, la serie diverge 

2. Si |z — zq\ < r la serie converge. 

Demostración. 1. Como \z — zq\ > r, si A > 0 entonces \z — zq \ lím sup \J\c n \ > 
1 es decir \z — Zq \ \J\c n \ > 1 para infinitos n, esto significa que a n (z — zq) u 0. 
2. Sea r < r, entonces r lím sup \J\c n \ < 1, TODO 

Definición 3.13. Sea f(z) = Y^a n z n Definimos su serie derivada como 

00 

D(/(Z)) = E na nZ n ~ l = E( n + 1 ) a n+l zn 
n=l n>0 



4. Composición de series 
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y su serie integrada 

n=l " "T" 1 n >l " 

Es claro que sus radios de convergencia son los mismos que /(x). 

Proposición 3.14. Sea S = J^a n z n y T = J^b n z n Sean r$ > 0 y > 0 los 
radios respectivamente entonces: 

1. S + T tiene como radio de convergencia r s+T < mín{r s , rj} 

2. ST tiene radio r$r < ftún{ r S/ r r} y además la multiplicación está defini- 
da como ST = J^c n z n donde c n = YX=§ a $n-k- 

Demostración. 1. Si r < r$, rj entonces \a n \r n < M y \b n \r n < M, es decir 
| (a n + b n )r n | < 2M y por lo tanto r <E A. 
2. Por como esta definido c n tenemos 

" , ,,, " M M M 2 (n + 1) 

|c„| < E MlVfcl < E TF^fc = — yn — 

fc=0 k=0 r r r 

De esto sigue que 

lím sup \J\c n \ < - 
Y por lo tanto el radio de convergencia es menor que el de r ST . 



4. Composición de seríes 

Hacer?? 

5. Más teoremas 

6. Comentarios y Observaciones 

La referencia clásica sobre temas de convergencia son los dos libros de 
Konrad Knopp, 'Infinite sequences and series' y 'Theory and applications of 
infinite series'. Para temas mas esotéricos sobre series se puede referir al libro 
de Hardy 'Divergent Series'. 

Como ya dijimos varias veces durante el capítulo, la mayoría de los teo- 
remas de convergencia real tienen su análogo, casi igual al caso complejo, 
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6. Comentarios y Observaciones 



es notorio hablar sobre el teorema de Riemann sobre series condicionalmen- 
te convergentes y su versión para los números complejos, recordando, este 
dice que que podemos reordenar la suma de una serie condicionalmente con- 
vergente, de tal forma que sea cualquier número real (recta extendida), otra 
forma de enunciarlo es decir que el conjunto de todas las sumas de los reor- 
denamientos de una serie (no necesariamente condicionalmente converge) es 
el conjunto vacio, un punto o la linea real. Él teorema equivalente para se- 
ries complejas vale con una pequeña modificación de su enunciado: dada una 
serie de números complejos, el conjunto de todas las sumas de las reordena- 
ciones de esta es el conjunto vacio, un punto, una recta en el plano complejo 
o todo el plano complejo. Para una demostración referirse a [Ros87]. 



Prolongación analítica 



En esta sección vamos a investigar dos teoremas, uno habla de la distribu- 
ción de los ceros de una función analítica, el otro sobre cuando dos funciones 
pueden ser consideradas iguales en un dominio medianamente bueno (co- 
nexo). También vamos a ver que si una función es analítica es infinitamente 
derivable, pero la demostración de que una función con primera derivada es 
analítica la vamos a posponer hasta que veamos integración compleja. 



1. Ceros y el principio de identidad 

Proposición 4.1. Sea f:B r — > C, / = ^a n z n , r > 0, entonces /(O) = Uq y 
además / es derivable en 0 y su derivada /'(O) = a\. 



Demostración. Basta ver que 

h^o h h^o 



lím fW /(O) = lím y h n = 

n>\ 



Definición 4.2. Diremos que /: O — > C con O C C abierto, es una función 
analítica si y solo si existe una serie S = Y^=o a n(z — Zq) u con q > 0, tal que 
/ = S en un entorno de zq. 

Proposición 4.3. Sea S = J^a n z n , q > 0, entonces S es analítica en B^(0), 
holomorfa y vale que S'(z) = Y^ =0 (n + l)a n+ \z n es decir S £ C 00 

Demostración. Sea Zq G Bq(0), el radio va a ser: r < q — \zq\ 

OO 00 00 ífl\ 

a n z n = Y] a n (z-z 0 + z 0 ) n = £ a n ( \zQ~ k (z-z 0 ) k 

n=0 n=0 n=0 \ K / 

V 



h 
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1. Ceros y el principio de identidad 



Acá podemos cambiar el orden de las sumatorias, ya que como |z — zq\ + 
\zq\ < q, la serie £ \a n \(\z — zq\ + \zo\) n converge absolutamente y podemos 
aplicar el teorema TODO, es decir tenemos que 

00 

S(z)= £b k (z-z 0 ) k 

k=0 

Ahora como lím ^/Q) = 1, esto nos dice que el radio de convergencia es 
mayor que r y además por el teorema anterior 

oo / n\ 00 

S'(z 0 ) = b 1 = ^a n [ n )z n - 1 =Y j a n nz n Q - 1 = D{S{z Q )). 

n=l V 1 / n=l 

TODO Taylor?? 
Corolario 4.4. / es analítica entonces / G C 00 y 




Sea O un conjunto conexo de C, vamos a responder la siguiente pregunta, 
dada una función analítica no constante, ¿Qué tan grande puede ser el con- 
junto de ceros de la función adentro de O?, la respuesta es que este es un 
conjunto como mucho numerable, y esta dada por el siguiente teorema. 

Teorema 4.5. Sea / : O — >■ C analítica, no constante, O C C conexo, entonces 
los ceros de / en O son aislados, es decir si /(zo) = O, entonces existe un 
e > O tal que / ^ O en B £ (z 0 )\{z 0 } 

Demostración. Dado zq, por la proposición (4.3), tenemos que en un entorno 
de Zo podemos representar a / como 

oo 

/(z) = £ a n (z-z 0 ) n 

n=0 

Si /(zo) = O, esto significa que ai = O, además, si a n — O para todo n entonces 
/ = O en ese entorno de Zo, sino pasase esto, tendríamos que existe un N 
mínimo, tal que a^ ^ O, entonces 

00 

/(z) = (z-z 0 ) N £ < z - z oT~ N 

n=N 

v v ' 



1. Ceros y el principio de identidad 
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Claramente g(z) es continua y g(zo) 7^ 0, pero esti significa que es g es distinta 
de cero en un entorno de zq, como (z — zq) n tampoco se anula a menos que 
z = zq, tenemos que existe un entorno donde /(z) 7^ 0 excepto en zq, es decir 
Zq es un cero aislado. 

Ahora supongamos que / tiene 0 no aislados, tomemos el conjunto 

C = {zq : zq cero no aislado} 

entonces como C es abierto y cerrado, es igual a O, lo cual contradice que / 
es no constante. 

Ejemplo, /(z) = log(z + 1) 

Una consecuencia de que los ceros de una función no constante sean aisla- 
dos es el principio de prolongación analítica, a veces llamado principio de 
identidad. 

Teorema 4.6 (Principio de prolongación analítica). Sean /, g analíticas en un 
conexo y abierto O, y además f(z n ) = g(z n ) para una sucesión de elementos 
todos distintos (z n ) n >i C O y convergente con límz„ — > z G O. Entonces 
/ = g en O. 

Demostración. Tenemos que f(z n ) — g(z n ) = 0 para todo n, si tomamos 

h{z) = f{z) - g{z) 

entonces tenemos que z es un cero no aislado y por lo tanto h{z) = 0 en O. 

Corolario 4.7. Si /, g son funciones analíticas definidas en C, y además coin- 
ciden en R entonces coinciden en C 

Ejemplos. 1. exp(z) es la única extensión analítica de e x . 
2. Dadas las series 

~ (-1)"z 2h , , ~ (-l)n z 2n+l 

^) = L^r y »(*) = E-¡5rw 

tenemos que c(z) + s(z) = 1 pues c(x) + s(x) = 1 para todo x G IR. 

Proposición 4.8. Sea A(Ci) = {/: O — >■ C tal que / es analítica }, entonces 
A(Cl) es un anillo, y un dominio íntegro (fg = 0 entonces / = 0 o g — 0). 

Demostración. Veamos que A(Ci) es un dominio íntegro, supongamos que 
fg = 0, sea zq cualquiera, si /(zq) 7^ 0 en un entorno de 0, entonces g(z) = 0 
es 0 en un entorno de 0 y por lo tanto es la función constantemente 0 en O. 
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2. El teorema de la función abierta 



Nota. Al tener un dominio íntegro, esto nos permite definir el cuerpo 
Ai(Cl) de fracciones, donde 



M(n) = {t:f,geA(n),g¿o} 



Este es el cuerpo de las funciones meromorfas que vamos a ver en el 
último capitulo. 



2. El teorema de la función abierta 

Teorema 4.9. Sea /: O — >■ C analítica no constante, O abierto y conexo, en- 
tonces / manda abiertos en abiertos. 

Demostración. La demostración se divide en dos partes, si la derivada en un 
punto es 0 o no. 

Si /'(zo) 7^ 0, entonces como / es de la forma u + iv con u, v en C 00 , si 
consideramos F = (u,v), DF(xo,yo) es inversible y por lo tanto existen V, U 
entornos de zq y /(zo) tal que F: V — >■ W es biyectiva, por lo tanto f\y es 
abierta. 

Si /'(zo) = 0, entonces / es de la forma a$ + Yl n >m a n(z — Zq) h con a m ^ 0 
y m > 1. Ahora podemos escribir 

/(z) = fl 0 + a m (z - z 0 ) m (l + h(z)) 

Con h(z) analítica y H{zq) = 0. Achicando y, si hiciese falta, podemos además 
suponer que \h(z)\ < 1 para todo z £ V. Entonces existe g(z) analítica tal que 
eSÍ z ) — i 4. h(z). Ahora, tomando ip(z) = e^( z ) /m , tenemos que 



m 



f(z 0 ) = a 0 + (c(z-zo)tp) 
donde c m = a m . Derivando tenemos que 

[(c(z - zo)ip) m ]' = cxp(z 0 ) = a*to /m ¿ 0 

Luego como en 1., tenemos que es un difeomorfismo, es decir existen V C V 
y W C W, abiertos tal que la función D: V — >• W es biyectiva con D(z) = 
c(z — zo)^(z). Entonces /(V) es un entorno de /(zo), ya que fc(z) = z m es una 
función abierta. 



2. El teorema de la función abierta 
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Como corolario tenemos uno de los teoremas importantes de la teoría 

Corolario 4.10 (Principio del modulo máximo). Sea /: O — >■ C analítica, O 
conexo, si |/(z)| < |/(zo)| para todo z £ O, entonces / es constante. 

Demostración. Si / no fuese constante, entonces es abierta, tenemos que /(O) 
contiene un entorno de /(zo), luego por continuidad en ese entorno hay pun- 
tos con módulo mas grande que el de /(zo) lo cual contradice su maximali- 
dad. 

Corolario 4.11. Sea / : O — > C analítica, si / esta definida en el borde de O, 
entonces / alcanza su máximo en el mismo. 

Y el corolario pero para mínimos 

Corolario 4.12 (Principio del módulo mínimo). Si |/(z)| > |/(zo)| > 0 para 
todo z entonces / es constante. 



Nota. Notar que / si puede alcanzar 0 sin contradecir el teorema. 



Demostración. Análoga con pequeños cambios a la del módulo máximo. 

Ejercicio. Sea OcCun abierto acotado, sea / : O — > C holomorfa y supon- 
gamos que existe una constante M > 0 que satisface la siguiente condición: 

si (z„)„>i es una sucesión convergente de puntos de O tal que 
lím M ^ooZ M G 9Q, entonces límsup |/(z„)| < M. 

n— »oo 

Entonces para todo z £ O tenemos que |/(z)| < M. 

Demostración. Si la función fuese constante es válido, asi que supongamos 
que / no es constante, y que además la condición no se satisface, es decir que 
existe algún z tal que |/(z) | > M, fijemos e > 0 y tomemos 

A = {z: |/(z)| >M + e} 

este conjunto no puede ser discreto ya que de serlo la función seria cons- 
tante, cosa que supusimos que no pasaba. Ahora, necesitaríamos extraer una 
sucesión (z M ) w >i dentro de C que converga al borde de O para llegar a que 
límsup \ f(z n )\ > M lo cual contradeciría al teorema. La pregunta es, hay al- 
guna? De vuelta, supongamos que no. Entonces existe un ó > 0 tal que todo 
punto de A esta a distancia mayor que ó. En otras palabras podemos tomar 
el conjunto 

A C n¿ = {z G O: B s (z) C O} 
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2. El teorema de la función abierta 




Ahora como / es holomorfa en todo O, es por lo tanto holomorfa en Cl¿ y en 
su borde, dd¿, pero entonces tenemos que: 



Y de vuelta por módulo máximo la función seria constante. 

El siguiente ejercicio va a mostrar una característica muy importante de las 
funciones armónicas, que va a tomar mayor importancia cuando veamos in- 
tegración, esto es, que el comportamiento en el borde de un dominio nos 
permite conocer bastante sobre el comportamiento adentro del mismo. 

Ejercicio. Sean u, v funciones armónicas, definidas en el disco D r (0), si = 
v(£) para todo £ G 9D r (0) entonces u = v en D r (0)° 

Estos teoremas nos da la primera de las varias demostraciones que vamos a 
ver del teorema fundamental del álgebra 

Teorema 4.13 (Teorema fundamental del álgebra). Si p es un polinomio de 
grado mayor o igual que 1 entonces p tiene por lo menos una raíz. 

Demostración. Si p(z) ^ 0 para todo z como lím^^oo \p(z)\ = oo 

Teorema 4.14 (Liouville). Si / : C — > C es una función analítica, y además esta 
acotada, entonces / es constante. 

Demostración. Definiendo 



sup |/(z) | < M + e < sup |/(z) | 





2. El teorema de la función abierta 
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Notar que cerca de 0 

/(Z)-/(Q) = Ln>l<lnZ n 

z z 

y por lo tanto, además de estar bien definida, la función es analítica. Entonces 
como 

lím \h(z)\=0 

z|— S-oo 

y por módulo máximo h = 0, de lo cual deducimos que /(z) = /(O). 



V a n z 



28 2. El teorema de la función abierta 



Integración 



Queremos integrar una función compleja /: [a,b] — > C, como podemos 
definir la integral? La definición obvia que vamos a usar es, como / puede 
escribirse de la forma u + iv con u, v funciones armónicas reales, definimos la 
integral como la integral de esas funciones por separado, es decir: 

Definición 5.1. Sea una función compleja /: [a,b] — >■ C y continua, definimos 
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El teorema de Cauchy 



1. Homotopias 

Teorema 6.1 (Morera). Sea /: O — >• C una función continua tal que J f = 0 
para toda 7 curva cerrada, entonces / es holomorfa. 

2. Más sobre el teorema de Cauchy 

Vimos que si /: O — >• C continua, holomorfa en O — {zq} =>• j f = 0 para 
todo RcO 



Nota. Si / cumple lo anterior, entonces es holomorfa en todo O 



Teorema 6.2 (Fórmula de Cauchy generalizada). Sea /: O -» C holomorfa 
con 7 ~ 0 en O, z ¿ hn(7) entonces: 

1 í/w*. 



w — z 

7 



Demostración. Sea: 



f{w)-f{z) . , 

— -^— L SI w ± z 
w — z 

/'(z) si w = z 
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2. Más sobre el teorema de Cauchy 



Tenemos que g es holomorfa en O, entonces J g(w)dw = 0 porque 7 es ho- 

7 

motópica a una constante. Por lo tanto integrando sobre g obtenemos: 



J w - z J w -z 

7 7 



Más general: 



Teorema 6.3 (Riemann). Sea / : O — {zq} — > C holomorfa, entonces son equi- 
valentes: 

1. / se extiende de manera holomorfa a todo O. 

2. / se extiende continuamente a todo O. 

3. Existe un entorno de zq donde / está acotada. 

4. lím (z - z 0 )/(z) = 0. 

Demostración. 1 => 2 => 3 => 4 son triviales. Probemos entonces que 4 =>• 1. 
Sea 

(z-z 0 )/(z 0 ) siz^zo 
0 si z = zq 



/z(z) 



Tenemos que h es holomorfa, y por lo tanto analítica, entonces h{z) se puede 
representar como una serie de potencias alrededor de Zo, Hn>o a n( z ~ zo) n , 
como h(zo) = 0 deducimos que üq = 0, entonces 

00 

h(z) = (z - z 0 ) a n+1 (z - z 0 ) n 

n>0 

Podemos definir la extensión como la función holomorfa: 



/(z) si z 7^ z 0 

«1 SÍ Z = Zq 



Que pasa si vale 4. pero donde (z — Zo) está elevado a una potencia más 
grande que 1? Tenemos que no es necesariamente evitable pero sin embargo 
podemos deducir el siguiente teorema. 

Teorema 6.4. Sea / : O — {zo} — > C holomorfa con lím (z — zo) fc+1 /(z) = 0 

h(z) 

para algún IgN entonces, 3 h : O — >• C holomorfa tal que f(z) — - — 



2. Más sobre el teorema de Cauchy 
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Definición 6.5. Sea O abierto, zq G O con /: O — {zq} — > C, llamaremos a zq 
singularidad aislada de / 
Además hay tres casos: 

1. Si lím (z — zo)/(z) = 0 entonces zq es una singularidad evitable 

2. Si lím (z — zo) fc+1 /(z) = 0 entonces Zo es un polo de orden k con k G N 
mínimo valor que lo cumple 

3. Si es ninguno de los anteriores diremos que zq es una singularidad esen- 
cial 



Ejemplo. O conexo, / : O — >• C holomorfa y no constante, zq cero de /, enton- 
ces zq es un polo de 



/(*) 



Nota. Si /: O — {zq} — » C, donde Zq es un polo de orden k entonces: 

h(z) 

f(z) = - — . , con h: O — > C holomorfa 
Y además si h{z) = a n (z — zq) u cerca de Zo entonces / es de la forma: 

n>0 

f(z)= a n+k (z-z 0 ) n cerca de z 0 

n>-k 



Teorema 6.6 (Teorema de Cassorati-Weierstrass). Sea /: O — {zq} — > C ho- 
lomorfa, con zo una singularidad esencial, sea e > 0 con B £ (zo) C O => 
/(B £ (zo) — {zo})esdensa Es decir dado un punto cualquiera del plano, lo po- 
demos aproximar con algún punto de adentro de una bola tan pequeña como 
queramos, centrada en la singularidad. 

Demostración. Supongamos que B r (w) n/(B £ (zo) — {zo}) = 0, definamos 

g(z) = /(z) - w 
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2. Más sobre el teorema de Cauchy 



1 

Tenemos que g es holomorfa en B £ (zq) — {zq} y \g(z)\ < - Vz e B £ (zq) — 

{zq}, entonces se puede extender a una función h holomorfa en toda la bola. 
Tendríamos que 

con h holomorfa en B £ (zq), sumando w a ambos lados 
osea que Zq es a lo sumo un polo. Contradicción! 



Consecuencia 

1. Zq singularidad aislada de /. Entonces Zq es evitable sii existe lím /(z) £ 

c 

2. zo es un polo sii lím /(zo) = oo 

3. Zo es esencial sii ¿B lím /(z) 

Demostración. La mayoría de las implicaciones ya las vimos, solo hace falta 

ver que vale la ida de 3). Por Cassorati-Weierstrass, dado un w cualquiera, 

3z n — > Zo tal que f(z n ) 4i»y esto vale para todo w, incluso para "oo"(Solo 

1 

hace falta tomar (w n ) n >i que tiende a oo, r = —, e — r, entonces por C — W 

existe un z n € Br(zo) tal que f(z n ) € B £ (w n )), concluimos entonces que el 
límite no existe. 



Cálculo de Residuos 



1. Series de Laurent 

Teorema 7.1. Si /: O — > C es holomorfa, donde O es el anillo {p\ < \z — Zo\ < 
P2} entonces: 



Proposición 7.2. Sea /: O — > C con O el anillo {0 < |z — zq\ < p}, diremos 
que zo es 

1. Evitable sii a n = 0 para todo n < 0. 

2. Polo de orden n sii a n = 0 para infinitos n < 0. 

3. Esencial sii «„ / O para infinitos n < 0. 

Demostración. 1. — >) / se puede ex TODO 

Proposición 7.3. Sea /: O — » C con Q el anillo {0 < |z — zq\ < p}, entonces 



f = YL a n(z-z 0 ) n con 




para todo p\ < r < pi 

Demostración. Definir g(z) = /(zq + z) y usar el teorema anterior. 



Caso particular: p\ = 0, zq singularidad aislada, entonces 



/(z)= E««(z-zo)" = P + N 



+ g'(z) donde g: O — > C es una función holomorfa. 



z-z 0 
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1. Series de Laurent 



Demostración. 

/( Z ) = -^- + ( v g - (z ~ z f +1 y 

z-z 0 n + 1 

Consecuencia: 7 curva cerrada en{0<|z — Zo|<|0} entonces 

J f(z)dz = fl_i2m 1(7, zq) 



Ejemplo. 



/ (z-DC 



(z-l)(z-3) 

z=2 



ÍÍZ = 7TZ 



Haciendo fracciones simples sobre la función tenemos que 

1 _ 1 1 1 

tL o ~ -1/ 



(z-l)(z-3) 2 v z-3 z-1 
Ahora la integral se puede expresar como 

-1/2 



/ + 



z-1 

Iz|=2 



donde es holomorfa, osea tenemos que 

■1/2 „ • „ .1 



/ — = 2ma_i = 2m- = m 

J z-1 2 



|z|=2 

O más fácil, sabemos que 1 es un polo de orden 1, entonces 

/(z) = ^ fl M (z-l) w entonces (z-l)/(z)= a n (z - l) 

n>-\ n>-\ 



n+l 



Ahora, quisiéramos evaluar en —1 lo que nos daria lo cual no podemos, 
pero si podemos tomar límite. 

lí m — — 

z^iz-3 2 



Definición 7.4. Sea O abierto conexo, Zq G O, /: O — {zq} — > C holomorfa, 
entonces Res f(z) = a_\. 

z=z 0 



2. El teorema de Residuos 
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Nota. Si Zo es un polo de orden k, f — VJ a n (z — Zo) M , entonces (z 

n>-fc 

zo)V= E fl„(z-z 0 )"- fc . 

w>-fc 



1 

Ejemplo: /(z) = -— , tenemos que 0 es un polo de orden 2, osea que por 

zsenyz) 

lo anterior 

/ r ~\ / z m sen(z) — zcos(z) „ 1/TTy> . , 

Res(f,0) = lím ( --V = lím v / . . . - w = 0 l'Hópital 

y z->o sen(z) z^o (sen(z)) 2 r 

Expresando en series, el orden del numerador es 3, y el del denominador 
es 2, y además es una función par. Sabemos que una función par solo tiene 
términos pares en su expresión como serie (a n = 0 para todo n impar), osea 
que a_i = 0. 



2. El teorema de Residuos 

Teorema 7.5 (Primer Teorema de Residuos). Sea /: O — {z\, . . . ,z n } — > C 
holomorfa, sea 7 una curva cerrada en O, 7 ~ 0, z¿- ^ Im(y) para todo 
1 < k < n entonces 



Demostración. Cerca de Z\ podemos escribir a / como una suma de dos series 
una de índices positivos y otra de negativos, f = P\ + N\ donde Ni converge 
en C — Z\ 

entonces f — N\ tiene una singularidad menos, es decir es holomorfa en O — 

n 

{z2, . . • , z n }, repitiendo el procedimiento n veces tenemos que / — es holomorfa en O, cor 

k=i 

por lo tanto tenemos que 



r - 1 r 1 » r 
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2. El teorema de Residuos 



Pero Nfc es holomorfa en C — z^, osea que por el teorema anterior Res(Nfc) = 

z=z k 

Res(f) osea que la ecuación (7.1) es igual a 

z=z k 

¿Res(/)/( T/ z fc ) 

k=i z=Zk 

Teorema 7.6 (Segundo Teorema de Residuos). Sea /: O — Oí ->C holomorfa, 
donde Oí es un conjunto discreto, sea 7 ~ 0 en O e /ra (7) n Oí = entonces 

¿ ¡ // = Eg»(fl/( 7/ z)<« 

Es decir salvo para finitos términos el Índice es 0. 

Demostración. Definamos h homotopía h: [a, b] x [0,1] — > O entre 7 y una 
constante de O, entonces lm{h) es un compacto (Es un "barrido del interior 
de la curva") =>- lm(h) n Qi es un conjunto finito. Si zq §É Im(/z) entonces 
l/(z — zq) es holomorfa sobre Im(h) y por lo tanto J l/(z — zq) = 0, osea 

1(7, zo) = 0 osea que reducimos el teorema a la versión anterior. 

Para terminar la demostración, solo hace falta tomar un conjunto co abierto 

tal que Im(h) C co y co n O = {z\, . . .,z n } 

Definición 7.7. Sea O C C un abierto, / se dice meromorfa en O si exis- 
te un conjunto A discreto tal que / : O — A — y C es holomorfa y todas las 
singularidades son polos. 

Definición 7.8. / es meromorfa en C sii, / es una función holomorfa en C — A, 
con A un conjunto finito, con todas sus singularidades a lo sumo polos e 00 
también es a lo sumo un polo. 

P 

Proposición 7.9. Si / es meromorfa en C entonces / = — con P, Q polinomios 
Demostración. Sea A = {z\, . . . ,z n }, donde z¿ es un polo de orden entonces 

n 

f(z) Y\( z ~ z iY k es una función entera, que en 00 tiene a lo sumo un polo 

k=i 

n 

Entonces si llamamos Q(z) = Yl( z ~ z iY k > f( z )Q( z ) — P( z ) donde P(z) es 

k=i 

un polinomio. 



2. El teorema de Residuos 
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f 

Proposición 7.10. Sea / meromorfa en O entonces -y ("derivada logarítmica") 
es meromorfa con polos simples en los ceros y polos de /. 
Demostración. Podemos escribir a / como 

f(z) = (z-z 0 ) k h(z) 
con Jí(zq) 7^ 0 y holomorfa cerca alrededor zo, de lo cual deducimos que 

/' _ k(z - z 0 ) k h(z) + (z - z 0 ) k h'(z) k h'(z) 



f (z-z 0 ) k h(z) z-z 0 h(z) 



f 

Nota. Además, Res(-j,zo) = k, donde k es el orden si era un cero de la 
función y — k el orden si era un polo. 



Teorema 7.11 (Principio del Argumento). Sea / : O —¥ C meromorfa, O C C 
abierto, S = {Ceros y polos de /}, sea una curva 7 ~ 0 en O e Im(7) H S = 0 
entonces 

±[£W dz= £ ordiz)I{l/Z) _ £ ord{z)l{ % z) 

j J ^ ' z6 cerosdef zepolosdef 

Agregándole a las hipótesis del teorema anterior que I(j,z) = 1 ó 0 obtene- 
mos: 

Teorema 7.12 (Ceros y polos). 
1 f f'iz) 

2^¡ J f(z) ^ Z = *{ ceros ^ e / en mt (^)} ~~ #{polos de / en Int(7)} 
Contados con su multiplicidad. 



Ejemplo. Veamos los ceros de z 5 sobre la curva |z| = 1 

5z 4 , 5 

2 ra 



—. í ^^dz = í -dz = 5 
Im J z° 2ra J z 



z=l \z\=\ 
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2. El teorema de Residuos 



Lema 7.13. Sea /: O — >■ C meromorfa, 7: [a, b] — >• C una curva, entonces: 

y /(z) ; z 

Demostración. Probémoslo para 7 una curva suave. Tenemos entonces, usan- 
do la regla de la cadena, que: 

/07 fl a 7 

Si 7 no fuese suave, la aproximamos por poligonales y usamos invarianza por 
homotopía. 



Una aplicación de esto es otra demostración del teorema fundamental del 
álgebra, que directamente nos dice el número total de raices del polinomio: 

Teorema 7.14 (Teorema fundamental del álgebra). Todo polinomio en una 
variable de grado n > 1, con coeficiente a n =¿ 0 tiene n raices. 

n 

Demostración. Sea un polinomio f(z) = a^z . Vamos a mostrar que si 

k=0 

tomamos un número positivo K ^ 1 (lo suficientemente grande), la integral: 

J- / f -^dz = J- í 1 -dz = n 
2ni J f(z) 2ni J z 

\z\=R /07 

Tomemos 7: [0, 2n] — > C, 7(f) = Re ü , entonces queremos buscar una homo- 
topía no nula que nos simplifique el cálculo de la integral. Para eso definimos: 

M-l 

h(t,s) = a n j(t) n + s( a k7(t) k ) Tenemos entonces que: 

k=0 

ens = 0: h(t,0) = a n j(t) n y en s = 1: h(t,l) =/°7(0 

Solo hace falta ver que h (í, s) =¿ 0 si R ^> 1, si tomamos de factor común sobre 
el polinomio a M z w tenemos que 

a n z n (l + ¿J ) Donde la sumatoria tiende a 0 para valores grandes de z. 

k=o flwZ " 



2. El teorema de Residuos 
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Osea, 3R 0 > 1 tal que I — + ^ + • • • + ^1 < 1 Si Izl > R 0 

z Z L z n 

Tomando R>Rq tenemos lo que queríamos, ya que como s G [0, 1], entonces 
h(t,s) ¿ 0. Usando entonces que h(t,0) = a n R n e int , que h'(t,0) = a n R n ine int 
y la invarianza por homotopías tenemos: 

f'(z) J 1 /• 1 1 /• 1 1 2 fa n R n ine int , 
v ^z = — / - = — / _ = _/ _ _ ¿f = „. 



2ra i / (z) 2ra i z 2ra i z 2m i a n R n e int 

7 /07 /z(í,0) 0 

Anteriormente habíamos probado el teorema de punto fijo de Brouwer, que 
decía que una función / continua que iba de B en B tenia al menos un punto 
fijo. Veamos que obtenemos usando el principio del argumento y cambiando 
un poco las hipótesis: 

Teorema 7.15 (Teorema de punto fijo de Brouwer). Sea /: B — > B una función 
analítica, con /(z) 7^ z para todo z £ dB, entonces existe un único z G B tal 

que f(z) = z 

Demostración. Sea g(z) = z — /(z) y 7(í) = e ú 

(7.2) _L /4£) rfz= _L /i dz 

2 ra ./ g(z) 2ra y z 

7 g°i 

De vuelta buscamos una homotopía que nos simplifique las cosas. Definimos: 
h(t,s) = j(t) — sf(j(t)), entonces 

fc(U)=go 7 (f) , fc(f / 0)=7(f) y /z(í,s)/0 

Lo ultimo viene de que si fuese 0 para algún s tendríamos que j(t) = 
sf(y(t)), pero |7(f)| = 1, |/(t(í))I < 1 y s < 1, entonces tenemos que s 
tiene que ser igual a 1, lo cual nos daría que j(t) = f(j(t)) Pero esto es una 
contradicción, pues habíamos supuesto que no existían puntos fijos en el bor- 
de. Entonces h no se anula. Ya terminamos ya que, usando la invarianza por 
homotopia (7.2) es igual a 



2ra y z 

7 

Osea que g tiene exáctamente un 0 y por lo tanto un único punto fijo. 
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2. El teorema de Residuos 



Teorema 7.16. Sea /: O — » C holomorfa, /(zo) — w con multiplicidad fc, es 
decir zq es un cero de orden k de /(z) — w, entonces existen V entorno de 
zo, w entorno de w tal que V y G W— (w},/(z) = w tiene exactamente k 
soluciones distintas en V 

Y como corolario obtenemos un teorema previamente demostrado: 

Corolario 7.17. Si / : O — > C es holomorfa, no constante, O abierto conexo, 
entonces / es abierta. 

Demostración (del Teorema). Sabemos que /(zo) = w y cerca del punto no 
es constante, entonces sabemos que: 

f(z) 7^ w para 0 < \z — zq\ < E\ pues los ceros de /(z) — w son aisla- 
dos. 

f'(zo) 7^ 0 para 0 < |z — zo| < £2 ya que si k = 1 entonces /'(zo) 7^ 0 
por lo tanto no es 0 en un entorno por la continuidad de la derivada, y si 
k > 1 entonces en todo un entorno no se anula ya que los ceros de /' son 
aislados. 

Tomando e = min{ei,£2}, sea B e (zq) C O y sea j(t) = Zq + ee ü 
Entonces tenemos que 



Osea que I(f oy,w) = k, si W es la componenten conexa de C— Im(/ o 7) que 
contiene a w tenemos que /(/ o y) — k Vy G W, que nos dice que la ecuación 
/(z) = y tiene k soluciones en B £ (zq) ya que 



Y además si y 7^ w entonces /'(z) 7^ 0 Vz G B e (zo) es decir hay soluciones 
de multiplicidad uno 



\Z-Z 0 \=£ 

y además usando el lema 7.13 tenemos 
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Nota. No importa que tan pequeño es e, el resultado sigue valiendo. 



Ejemplo (Aplicación para conseguir la preimagen de una función biyectiva 
en un entorno). Sea /: O — > C holomorfa con /'(zo) 7^ 0, sea B £ (zq) C W tal 
que /: B £ {zq) -¡•Oes una función biyectiva, entonces, si tomo w G W, existe 
un único Z\ G B £ (zq) tal que /(zi) = w. 

Demostración. Achicando £ para que la preimagen este contenida y el w no 
se alcanze en el borde, nos da que: 



f(z) - w 

\Z— Zq|=£ 



rfz = Resf .^. /(Z) ) I( 7/Zl ) 



Donde 1(7, Zi) = 1 y como zi es a lo sumo un polo de orden uno: 

„ / z/'(z) \ „ , , z/'(z) 
Res / v 7 = lím(z-zi)- ^ v ; 



z=zi\f(z)—W) z-í-zj f{z)—W 

de lo cual obtenemos 

(z-zQzQz) (z- Zl )z/'(z) 

*™ /(z)-a; " ~ /(z)-/( Zl ) 1 

Lo que nos da la fórmula 

t-\( \ 1 / z f'( z ) A 



2m J f(z) — w 

|Z-Z 0 |=£ 



Seguimos con un teorema que nos va a permitir comparar si dos funciones 
tienen la misma cantidad de ceros 



Teorema 7.18 (Rouché). Sean/,g: O — y C holomorfas, 7 ~ 0 en O y I(j,z) = 
0 ó 1 Vz 0m(y) y si |/(z) — g(z) \ < \g(z) | Vz G Im(7) entonces f y g tienen 
la misma cantidad de ceros, con la misma multiplicidad en el interior de la 
curva 
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2. El teorema de Residuos 



Nota. Notar que / y g no se anulan sobre la curva: 

1. Ya que si g(z) = 0 entonces \f(z)\ < 0. 

2. Y si/(z) = 0 entonces \g(z) \ < \g(z)\. 



Demostración. Quiero ver que 



I f(¿)~~ J g(z 

7 7 



Pero: 



7 7 7 (f/g)o 7 

Sabemos que \f(y(t) — g(j(t))\ < \g(j(t))\. Si definimos T(t) como (f / g) o 
l(t) = —, — r~r, tenemos que \T(t) — 11 < 1 Vi, osea que existe una rama 

1 

de logaritmo definida en un entorno de la imagen de T, por lo tanto - es 
holomorfa en ese entorno y tenemos que 

1 = 0 

Z 

T 



Demostración (Otra versión). Queremos ver que 

I z J z 

foy goy 

Sabemos que \f(j(t) — g(y(t))\ < \g(j(t)) \, busquemos una homotopia que 
cumpla lo anterior. 

Sea entonces h(t,s) = s f o ^(f) + (1 — s) g o y(t) Tenemos que 
1. fc(í / 0)=g( 7 (0) 



2. El teorema de Residuos 
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2. fc(U)=/( 7 (0) 
Basta ver que no se anula: 

Ahora, podemos expresar a /z como h(t,s) = g(y(t)) + s(f(j(t)) — g(j(t)), si 
h(t,s) fuera 0 entonces tendríamos que 

g(7(0) = -s(/(7(0)-g(7(0) 
Pero tomando módulo obtenemos 

l*(?(0)l < 1/(7(0) -g(7(0)l< 1^(7(0)1 
Lo cual es una contradicción. 

Una aplicación del teorema de Rouché es otra demostración del TFA 
Teorema 7.19 (Teorema fundamental del álgebra). 

n 

Demostración. Sea f(z) = Y2 a n z n y sea g(z) = a n z n entonces si tomamos 

i=o 

una bola lo suficientemente grande, |/(z) — g{z)\ < \g(z) \ entonces tienen la 
misma cantidad de ceros. 



Ejemplo. Sea f(z) = z 8 + 3z 2 + 1. Tiene dos ceros en la bola de radio 1, Bi(0) 
ya que g(z) = z 2 + 1 tiene dos ceros en Bi(0) y por Rouché 



\f(z)-g(z)\ = |z 8 | =1 < |3z 2 + l| Si|z 



Teorema 7.20 (Estermann). Sean /, g : O — >• C holomorf as, sea 7 ~ 0 en O, y 
sea I(j,z) =0ól para todo z en Im(7) 
aclaración TODO 

si |/(z) — g(z) I < |/(z) I + |g(z) I Vz G Im(7) entonces f y g tienen la misma 
cantidad de ceros en el interior de 7 

1 1 

Demostración. / y g no se anulan sobre Im(7), quiero ver que J - = f -, 
solo hace falta usar 

/z(í,s) = sf(j(t)) + (1 — s)g(7(f)) y proseguir como en 2 
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2. El teorema de Residuos 



Ejemplo de shooting 

Veamos una forma de calcula residuos en el infinito. Supongamos que tene- 
mos una / función es holomorfa en { \z\ > R} con oo una singularidad aislada, 
si -Ri > R, entonces tenemos que: 

-1 



2m 

|z|=Ri 

1 -1 

Sustituyendo w — -,aw — tenemos 

1 



2ni 

[|b;|=Ri]-i 



f{w)dw 



Otra forma, sea la curva — entonces: 



7 0 



Ri 

Si tomamos 7 = R\e~ ú , tenemos que la integral anterior es igual a: 

J 2nf(Rie~ ü ) - iR x e~ ü dt = j f(z)dz 
o 7 

Con esta observación podemos definir el residuo en el infinito como: 

Definición 7.21. Sea / holomorfa en {|z| > R} (00 singularidad aislada), de- 
finimos: 

Res(f,oo)=Res(^f{h,0) 



Teorema 7.22 (Tercer Teorema de los Residuos). Sea S = {z\, . . . ,z n }, sea 
/: C — S — > C holomorfa, con S un conjunto finito, donde z^ G B r (0) para 
algún r y para todo k entonces 

E JM/ /Z )=0 

26SU{oo} 

Esto no fue mas que una aplicación de la primera versión del TR 



3. Cálculo de integrales reales 
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3. Cálculo de integrales reales 

El cálculo de residuos es una herramienta muy útil para el cálculo de 
integrales reales, en esta sección ilustraremos los teoremas clásicos y algunos 



Demostración. No nos vamos a molestar con probar la existencia de la inte- 
gral vamos a intentar calcular, suponiendo que existe, se deja como ejercicio 
ver que de echo existe. Consideremos entonces la función compleja del loga- 
ritmo Log que excluye los números complejos con parta imaginaria S(z) < 0, 
es decir con la función argumento 



Queremos conseguir un camino que no incluya al origen ya que es donde 
el logaritmo tiene problemas, entonces sean R > 0 y r tal que -R > r > 0, a 
primera vista estañamos tentados a usar el cuarto de anillo sobre el hemisferio 
superior derecho, ya que la integral va de 0 a oo, pero tenemos un problema, 
y es que algunas de las singularidades de nuestra función están sobre el eje 
imaginario, entonces para evitar esto podemos considerar el camino siguiente, 
tomando además R > 1 y 1 > r: 



Tenemos entonces que Log está bien definida, y además es holomorfa, es 
decir las singularidades son las del polinomio del denominador, para calcular 
la integral real queremos analizar que pasa cuando hacemos tender R — > oo y 



ejemplos. 

Ejemplo. Calcular la integral 





y 



Ir 




r 



0. 
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3. Cálculo de integrales reales 



Llamemos 7 a toda la curva, entonces por el teorema de residuos sabemos 
que 



Log(z) 



dz = 2m'Res 



( Log(z) 



/ 7 (z 2 + i) 2 ;=rv(z 2 + i) 2 . 

Nos gustaría entonces ver que la integral restringida a 7r y a 7 r se anula 
bajo los respectivos límites. Ahora, recordemos por un segundo dos límites 
de variable real que nos van a ser de utilidad, sin demostración: 



lím 



xlog(x) 



0 y lím 



xlog(x) 



x->co (x 2 + l) 2 y x^O (x 2 + l) 2 

Parametrizando respectivamente con Re ü y re ü donde t £ [0, n] . Y recordando 
que Log(z) = log |x| + arg(z), tenemos que: 

" n \iRe ü Log(Re ini 



lím 



L 



Log(z) 

7k (Z 2 + l) 2 

ím / 



dz 



< lím 



< lím 

R-^oo 



R^coio |(R 2 e 2¿í + l) 2 | 
df = 0 



|Log(Re ¿í ) 


+ 


ar 


g(^ ¿í )l 


|R 2 e 2¿í + l 


2 



Por otro lado 



lím 



Log( z ) 

T (Z 2 + 1) 2 



dz 



< lím 



71 \ire ü Log(re lt ) 

+T) 2 ¡ 



■dí 



< lím 

r^O Jo 



71 |Log(re /f )| + \arg(re ü ) 



| r 2 e 2¿í + 1 |2 



-dt = 0 



Luego separando la integral en las respectivas curvas y tomando límite obte- 
nemos 



r Log(z) fO (log|x| + m) p log l*¡ rfx 

J im j / 7 (z 2 + l) 2dZ "y_oo (x 2 + l) 2 aX + Jo (x 2 + l) 2dX 

K^oo ' v 7 v 7 v 7 

Como la función es par, haciendo el cambio correspondiente tenemos que lo 
anterior equivale a 

/-+oo log |x| , f° ni , „ .„ / Log(z) \ 
2 / / , ' / 7-5 — -ydx = 2mRes . . 6 \ 7 9 

y 0 (x 2 + i) 2 i-oo(x 2 + i) 2 z=¿V(z 2 + i) 2 y 

Entonces para calcular el valor de la integral lo único que tenemos que hacer 
es calcular la integral de la derecha, el residuo de la función original y operar 



3. Cálculo de integrales reales 
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algebraicamente. De vuelta, utilizando que la función de la integral derecha 
es par, vemos que 



f° ni _ 1 r 

Lra 1 2í- 



+oo n ¡ 

dx 



(X 2 + 1) 2 2i-oo (X 2 + 1) 2 

Tenemos que usar un argumento parecido al que hicimos al principio, ahora 
si, como la función no tiene problemas en el origen podemos considerar el 
semicirculo superior cerrado con el eje real, de vuelta, pero esta vez más 
evidente, la integral sobre la curva del semicírculo se anula entonces 

1 /"+ 00 ni , „ / ni 
dx = Res 



2Í-oo (X 2 + 1) 2 z=¿ V(* 2 + l) 2 
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El 



Teorema de Riemann 



i. 



Sucesiones de funciones 



Vamos a distanciarnos un poco del teorema de residuos y pasar a analizar 
familias de funciones holomorfas y su convergencia, por ejemplo, vamos a 
ver que si convergen de manera más o menos adecuada, podemos llegar a 
garantizar que la función límite es holomorfa, este y otros resultados nos sir- 
ven de base para demostrar el teorema de Riemann. La idea de convergencia 
va a pasar a ser local, (lo cual es esperado ya que la mayoría del análisis que 
hicimos nos dio resultados locales) en concreto: 

Definición 8.1. Diremos que / converge uniformemente sobre compactos y 

K 

lo notaremos f n =$ f, si f n L =$ /L \/K C O Compacto, es decir si la función 
restringida a un compacto K converge uniformemente. 

Definición 8.2. Sea O un abierto conexo notaremos a las funciones holomor- 
fas sobre O como O como %{Cl). 

Ahora, queremos ver la topología de %, es decir sus abiertos y para esto 
vamos a analizar sus cerrados por medio de la convergencia uniforme de 
sucesiones de funciones. Para esto nos va a ser conveniente expresar a O 
como una unión creciente de compactos K\ C K.2 . . . tal que U™ =1 K n = O, de 
modo tal que si tomamos un compacto K arbitrario de O, existe un i G N 
que cumple que K C K¡. A priori no sabemos si es posible elegir una familia 
cumpla lo anterior, ni siquiera sabemos si va a ser numerable, pero el teorema 
de Lindelóf nos va a ayudar a conseguirlo. 

Proposición 8.3. Sea O abierto conexo, entonces existe una sucesión creciente 
de compactos que cumple lo anterior. 

Demostración. Para todo z G O, existe un r > 0 tal que B r (z) C O, enton- 
ces O = |J B rz (z), usando Lindelóf lo podemos escribir como una unión 

zen 
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1. Sucesiones defunciones 



numerable de abiertos IJ B r¿ (z¿). Podemos tomar K n = Q B r¡ (zj) 

i=\ j=i 



Con esto tenemos la siguiente propiedad 

K 

Proposición 8.4. /„ =t f f n \ K =4 f\ K VK C O \\(f n -f)\ 
0 cuando n — >• oo VKy 



00 



Queremos definir una distancia a partir de una norma, dada la familia de 
compactos numerables dada como en la propiedad anterior, (K n ) n >i, podría- 
mos tomar como norma 









g\x,\\ 



es decir \\g\\j = O sin que g = O en todo O, pero si g fuera O en un compacto 
Kj, seria igual a O en su interior y por el principio de identidad seria igual a O 
en todo O, asi que al final termina siendo una norma como queriamos. Ahora 
podemos definir una distancia 

00 II/ - s\\i i 

Definición 8.5. Sean f,g £ T-L(Ci) entonces: d(f,g) = T] n-: -r, — r es 

;=i !+ 11/ -Sil/ 27 

una función distancia. 



Nota. Hay que probar que es una distancia, para esto, observar que la 
función x/(x + 1) es creciente cuando x > O, y además tenemos que 
d(f, g) < 1 para todo f,g£ %{Cí) 



K 

Proposición 8.6. /„ =3 / -<=>- lím d(f n ,f) 



n— S-oo 



Teorema 8.7 (Hurwitz). Sea O conexo, /«,/: O — > C holomorfas con /„ =4 /, 
si /„ 7^ O en O Vn £ N entonces ó bien / ^OenQó/ = 0. 

Demostración. Supongamos que /(zq) = O para algún zo G O, si / ^ O 
sabemos que como O es un conexo los ceros son aislados, entonces existe un 
r > O tal que / 7^ O en B r (zo) — {zq}. Además los f n 7^ O en B r (zo) — {zq] por 
hipótesis. Entonces 3(z n ) n >i £ dBr(zo) tal que |/ M (z„)| < |/ w (zo)| y además 
lím \ f n (z n )\ < lím |/„(zo)| = 0. Ahora, como el borde es compacto, existe 

n— >oo n— >oo 

(z n¡ ) n .>i convergente a un punto z G 9B r (zo), tenemos entonces que: 



1. Sucesiones defunciones 
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\f(z)\ < \f(z)-f(z nj )\ + \f(z nj )-f nj (z nj )\ + \f nj (z nj )\ 

Donde |/(z) — f{z nj )\ tiende a cero porque f es continua, |/(z M .) — f nj {z n .)\ 
tiende a 0 por la convergencia uniforme y |/« ; (z M .)| tiende a 0 por como ha- 
bíamos elegido los z n . Tenemos entonces que /(z) = 0 Contradicción! 



K 

Corolario 8.8. Sea O conexo, f n ,f'- H — > C holomorfas, con /„ =4 /, si /„ es 
inyectiva para todo n £ N entonces / es inyectiva ó f es constante. 

Demostración. Supongamos que f(a) = f(b) con a ^b, sea r < \a — b\, sean 
g n (z) = f n (z) — fn{a)r tenemos entonces que g n ^ 0 en B r (b) ya que las /„ 

K 

son inyectivas, y además g n =4 /(z) — /(fl). Entonces por el teorema anterior 
la función límite no se anula o es constantemente cero. Pero f(b) — f(a) = 0 
entonces / = f(a) en B r (b) y por el principio de identidad / = f(a) en O. 



Nota. Supongamos que tenemos una familia de funciones /„: O — > C 
holomorfas, y supongamos también que existe una bola cerrada Br(zq) y 
una constante M > 0 tal que H/w| Br ( Zo ) || < M para todo n G N. Esto no 
es suficiente para garantizar que va a existir una subsucesion convergente 
sobre B r (zo). 

Ejemplo. f n = z n tenemos que \f n \ < 1 en Bi(0), con /„ — >• 0 si |z| < 1, 

/„ — > 1 si |z| = 1. 

Sin embargo, si tomamos r < R entonces si podemos garantizar la existen- 
cia de una subsucesion que converge uniformemente, a cierta / holomorfa 
en B r (zo), mejor dicho: 



Proposición 8.9. Sea una familia de funciones holomorfas (f n ) n >i con /„ : O — > 
C, y supongamos también que existe una bola cerrada B#(zo) C O y una cons- 
tante M > 0 tal que ||/ w | g , J | < M para todo n G N, sea además 0 < r < R, 

entonces /„ =4 / sobre B r (zo) 
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1. Sucesiones defunciones 



Demostración. Sea r < R entonces si z G B r (zo), por la fórmula de Cauchy 
tenemos que 

( I \ 1 f ÍÁU) 

^ (2) = 2m J ~u—z Au 

3B r (z 0 ) 

Ahora si tomamos un w £ B r (zo), tenemos: 



\fn(z) -fn{w)\ = 



2ni 



í 

JdB r 



f n {u){z-w) 
(z 0 ) (U-W)(U-Z) 



du 



< 



MR\z - w\ 
(R-r) 2 



VíjGN 



De lo último concluimos que, como no depende de n, (f n ) n >i es una familia 

equicontinua (dado £ tomar ó < MR ^ ^ acotada. Tenemos las hipótesis 
necesarias para aplicar el teorema de Árzelá-Ascoli, que nos garantiza la exis- 
tencia de una función /: B r (zo) — > C continua y una sucesión (ft/)y>i C N tal 
que fnj =4 / en B r (zo), además por los teoremas anteriores / es holomorfa. 



Damos otra demostración de lo anterior, utilizando un argumento . a la diago- 
nalización". 



Demostración. Sea Br(zq) C O y /„: O — > C holomorfas, con ||/ n ||oo < M en 
Br(zq). Podemos escribir a cada /„ como: 

oo 

f n (z)= £a n k (z-z 0 ) k 

k=0 

Además por las desigualdades de Cauchy 

\<\<f k v«,* 

Para cada k fijo, los forman una sucesión acotada, y por Bolzano-Weierstrass, 
existe una subsucesión convergente, es decir, existe una sucesión (fty)/>i C N 
tal que 

n\ n\ n% n\ n% n\ 

®0 ' ^0 ' ^0 ' ^0 ' ^0 ' ^0 ' • • • ~ ^ í?o ^ 

/— >co 

También existe una elección de naturales, (n|);>i C (fty )y>j tal que 

111111 

fíj «2 M 3 n 4 w 5 w 6 íP 

/'-►oo 
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Siguiendo el mismo proceso para k cualquiera, tenemos que existe (n 1 - )j>\ C 
("y _1 )/>l tal que 



ní n~ n\ n k . n\ n\ 



ll-l Ur. 11. Hr lly- , 



etc, ahora tomando la diagonal, es decir los subíndices n k+1 afirmamos que: 



00 



/„* =4/ con /= J^a k (z-z 0 ) 



k=0 

i „, M . . M , , , . 

Ahora, como \a k \ < =4> \a^\ < =4> el radio de convergencia de / es 

menor que R. Falta ver que la convergencia es uniforme. 
Dado £ > O, existe unKeN tal que 

L\ a k\r k <l y E\4\r k <l VnGN 

k>K * k>K * 

Ahora si z G B r (zo) tenemos que: 

fnijz)-m\<L 

k+1 k=0 



n k 

a k — a k 



r k + _ 



donde la parte izquierda de la suma es menor que - si n k+1 es lo suficiente- 
mente grande. 

Usando un argumento parecido al anterior obtenemos 

Teorema 8.10 (Montel). Sea (f n )n>i una familia de funciones holomorfas con 
f n : O — >■ C, si para todo compacto K C O existe N k > 0 tal que para todo 
z G K, \f n (z)\ < Njt, entonces existe (n¿;)fc>i Y f '■ ^ ~~ ^ C holomorfa tal que 

/»*=*/ 

Demostración. Sabemos por la proposición anterior, que si tomamos un zq G 
O y Br(zo) C O, si r < R entonces existe / tal que f n¡c =4 / en B r (zo). Si 

tomamos B# 2 (z) C O y r z < R z , sabemos que O = |J B rz (z), entonces por 

zen 

00 

el teorema de Lindelóf, O = (J B r) , (zjt), con r k < R k y B rk (z¡) C O, ahora 

k=l 

tomemos k — 1, existe (n]:)jt>i tal que 



fn\'fn\'fn\'fn\'fn\'fn\' "• ► A En B ri( z l) 
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1. Sucesiones defunciones 



Aplicando de vuelta, existe (ft 2 )fc>i C (wj[)fc>i tal que 

fn\>fn\>fn\>fn\>fn\>fn\> ••• >H En B r 2 ( z 2) 

Siguiendo el mismo proceso, existe (n¿.)fc>i C (t4 _1 )jc>i tal q ue 

f n\' f n\' f n\' f n\' f n\' f n\' ' ' ' y fi En B n ( Z ¿) 

Tomando la diagonal, es decir (n|)fc>i/ y definiendo a la función límite / 
como: 

f(z)=f l (z) Si zeB^ 

Tenemos lo que queríamos, ya que por un lado / está bien definida, debido 
a que = /y en la intersección de los compactos B Tk {z^) D B r .(zj), y además 
f n k =4 / sobre cualquier compacto de O. 

Anteriormente, habíamos visto que si un conjunto O C CC era simple- 
mente conexo, y teníamos una función / : O — >• C — {0} holomorfa, enton- 
ces existia g: O — >• C holomorfa tal que g 2 = / y lo habíamos denominado 
"square root property". Vamos a usar esto para probar un lema que vamos a 
necesitar para la demostración del Teorema de Riemann. 

Lema 8.11 (Koebe). Si O es un abierto conexo, O C B\ (0) y además 0 £ O y 
tiene la S.R.P. entonces existe una función r : O — >■ B\ (0) inyectiva, holomorfa 
tal que r(0) = 0 y |r(z)| > |z| para todo z/0 



Nota. Notar que la inclusión estricta de O C Bi(0) es necesaria, ya que 
sino estaríamos contradiciendo el Lema de Schwarz. 



Demostración. Sea w é O entonces <b w : O — >■ C — {0}, donde = — 

1 — wz 

y cp- w = tp' 1 , <p w es holomorfa, entonces existe g: O — > C tal que g 2 = 0a,, 
asi no llegamos a la función que queríamos pues g(0) = Zo para algún zq y 
(zo) 2 = (p w (0) = —w>- Definimos entonces r(z) = <p Zo {g(z)). Tenemos que r es 
holomorfa y r(0) = 0. Veamos que es inyectiva: 

Basta ver que g es inyectiva, ya que las homografías son biyecciones, si g{z\) = 
g(z z ) g(z 2 ) 2 = g(zi) 2 = <pw{zi) = (p w (z 2 ) zi = z 2 . 

Tenemos que r(z) = </> Zo (g(z)), osea que 0_ Zo (r(z)) = g(z), 0_ Zo (r(z)) 2 = 
</>h,(z) y (0_ 2o (r(z)) 2 ) = z. Si tomamos fr(w) = ^_ iy ([^_ Zo (w)] 2 ), entonces 
h es holomorfa, /i(0) = 0 y esta definida de £>i(0) en si misma, además h no 



1. Sucesiones defunciones 
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es inyectiva, por el cuadrado. Entonces por el Lema de Schwarz, tenemos que 
para todo íí / O: 

\h(u)\ < \u\ \h(r(z))\ < \r(z)\ 

Pero, 

h(r(z)) = z => |z| < \r(z)\ Vz ^ 0 



Con estos últimos tres teoremas tenemos las herramientas suficientes para 
poder demostrar el teorema de Riemann 



Teorema 8.12 (Riemann). Sea O C C simplemente conexo, dado zo £ O, 
entonces existe una única función, salvo rotaciones, /: O — > C holomorfa y 
biyectiva tal que /(zo) = 0. 

Demostración. Unicidad: Sean f,g que cumplen lo pedido, entonces / o 
g~ l : Bi(0) ->■ Bi(0) y/og _1 (0) = Opor lo tanto / o g -1 = p donde p(z) = cz 
con \c\ =1, entonces / = p o g, es decir / es una rotación de g. 

Existencia: Tomemos w £ O, este punto existe por hipótesis, entonces como 
O es simplemente conexo, tiene la S.R.E y hay una función h tal que h(z) 2 = 
z — w, tenemos que h es inyectiva, pues si h{z\) = h.izj) entonces si elevamos 
al cuadrado tenemos Z\ — w = z^ — w. Además h es una función abierta, 
entonces existe r > 0 tal que B r (h(zo)) C Im(/z(z)), como h es elegir una 
raíz cuadrada, podemos mostrar que B r (— h(zo))n Im(/z(z)) = 0, en el único 
caso que esto no seria cierto es si fuera h(zo) = 0, pero esto no pasa pues 
z — w 7^ 0 Vz G O. Mostremos que es vacia, si existiera y G O tal que y G 
Im(^), —y Glm(/z) entonces tendríamos que: 

h{ Zl ) =y A h(z 2 ) = -y 
Pero elevando al cuadrado 

h( Zl ) 2 = h(z 2 ) 2 = y 2 

La única posibilidad es que y = 0, pero como aclaramos 0 no esta en la 

1 

imagen. Si tomamos g(z) = ^ — ^ — y entonces g(z) < 1/r, pero g(z) no 
es necesariamente 0, entonces, podemos definir 

1 1 

g(z)= * [ ^) + ^o)"2^ ] 
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1. Sucesiones defunciones 



Tenemos que g(0) = 0 y ¡x. G R>o es un valor que ajusta para que g caiga en 
la bola unitaria, lo cual habíamos perdido al restar l/2(/z(zo)). 
Acabamos de probar que cualquier simplemente conexo que no es todo C se 
puede meter por medio de una biyección en £>i(0) 

Ahora veamos que si tenemos un conjunto T C Bi(0) con 0 G T y simplemen- 
te conexo, entonces existe /: Y — > Bi(0) holomorfa, biyectiva y con /(O) = 0: 

Si T = Bi(0) listo, usamos la identidad. Si no, sea 

J= = {/; r -)> B^O) | / holomorfa, invectiva y /(O) = 0 } 

r ^ 0 pues la identidad está en T. Ahora, dado w G T con i» / O, tenemos 

que 0 < \f(w) | < 1, definimos ÍC = swp \f(w)\, tenemos que K es un valor que 

feT 

está entre (0,1]. Como K es el supremo, tomamos una sucesión de elementos 
{fn)n>\ C J 7 , donde \f n \ — >■ K. Además como |/„| < lVn tenemos que existe 
una función / y una subsucesión (n¿)¿>i tal que / M; =4 /• 

Tenemos que / cumple lo siguiente: 

1. /(O) = 0. 

2. f{w) es holomorfa. 

3. / es invectiva, usando el corolario del teorema de Hurwitz y que / no 
es constante. 

4. \f(z)\ < 1 Vz, pero además la desigualdad es estricta, pues sino contra- 
deceria la inyectividad (Módulo máximo). 

Entonces tenemos que / G T. Faltaria ver que / es sobreyectiva. Ahora, si no 
lo fuera, 0 G f(T) C Bi(0) y como T es simplemente conexo tiene la S.R.P, 
entonces por Koebe, existe r: f(T) — y Bi(0) holomorfa, inyectiva con r(0) = 0 
y \r(z) \ > \z\ Vz ^ 0. 

Componiendo r con / tenemos que r o f: T — > Bi(0) es una función inyectiva, 
holomorfa, r o f(0) = 0, entonces ro f £ J, además como lím |/„.| — >■ K esto 

implica que |/(w)| = -K, pero por otro lado: 

\rof(w)\ > \f(w)\ = K 
Contradicción, pues K era el supremo. 



Fracciones Simples 



Empezemos con un ejemplo no muy difícil. 

z 3 P 
Ejemplo. Sea la función — - es una divisón — , si usáramos el algoritmo 

de división obtendríamos algo de la forma C + ^ Como las singularidades 
de la función son solo polos en 1 y —1 podríamos escribir a la función como 

A +h(z) 



z-1 



con h holomorfa cerca de z = 1. Si repetimos esto para el otro polo podríamos 
expresarla como 

A B 



z-1 + z+ 



T + £(z) 



con g(z) entera. Queremos entonces buscar los valores de A, B y g, esto es 
relativamente fácil, ya que usando residuos tenemos que: 

A = Res(f) = límíz - = lím = \ 

z=l W 1 z^l V 'z 2 -l z^lZ + 1 2 



Lo mismo para B: 



B = Res (/) = lím (z + 1)-= — - = lím 



z 3 z 3 -1 



z=-l z->-l Z 2 — 1 z-i-1 Z - 1 2 

Y además podemos calcular quien es g: 

z 3 _ 1/2 _ -1/2 _ z 3 -z _ 
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En general: 

Sea / meromorfa en C con finitas singularidades {ai, . . .,a n } distintas. Repi- 
tiendo lo anterior, cerca de a\ podemos escribir a / como: 

f(z) = . Ak u + • • • + j^=^ + h{z) 

Con h(z) holomorfa cerca de a\, ahora si miramos bien, lo que esta a la iz- 

1 

quierda de h es un polinomio (lo denotaremos P\) evaluado en - — — que no 

tiene término independiente. Repitiendo esto para todas las singularidades 
tenemos que: 

/(*) = p i(r4^) + • • • + p n{-±-)+g{z) 

Donde g es una función entera y P\, . . . , P n son polinomios sin término inde- 
pendiente. 

Que pasa ahora, si tenemos infinitos polos en orden creciente, es decir \a\\ < 

00 1 

| ai | < • • • — > oo con fly todos distintos? Tenemos un problema pues £ P¿ ( 

j \ 2 (X j 

puede no ser una serie convergente, el siguiente teorema nos dice que me- 
diante la introducción de unos polinomios de correción pj podemos expresar 
a / como hicimos recién pero para infintos polos. 

Teorema 9.1 (Mittag-Leffler). Dada una sucesión (fl n ) n >i C C con \a\\ < 
\a2¡ < . . . con lím a n = oo y a n ^ a n+ \ y una sucesión de polinomios (P n )n>\ 

n— >oo 

sin términos independientes, entonces existe (p n ) n >i polinomios tal que 



L(M— ~)-Pn(z)) 



n=l Z " n 

1 

es meromorfa en C con partes singulares P n ( ). Además, si / es una 

1 

función meromorfa con partes singulares P n ( ) entonces existe g entera 

Z Clfi 

00 1 

talque/(z)= £ ( F n{-—) - p„(z)) + g 

n=l z u n 

1 

Demostración. Unicidad: Si/, / son meromorfas con partes singulares Pn(- — 
entonces / — / es entera. 
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Existencia: Sea (fl«) M >i tal que \a\\ < \aj\ < . . . todos puntos distintos y su 



limite tiende a infinito. Entonces P n ( 
Podemos escribir entonces: 



z — a. 



-) es holomorfa en {|z| < \a n \}. 



z — fl, 



-) = E ^ 



k=0 



Ahora para cada n fijo sabemos que converge en el disco {|z| < \a n \}. Pode- 
mos elegir N n (E 1N tal que: 



E 

fc=N„+l 



< 



2« 



En {\z\ < y tomamos como polinomio corrector a lo que no usamos de 



la suma, es decir 



Definimos entonces 



N n 

Vn=YL ^ 

k=0 



"z — a r 



Pn(z)) 



Queremos ver que es meromorfa. Ahora si tomamos el compacto K = Br(0) 
y tomamos no tal que \a n \/2 > R para todo n >tiq obtenemos lo que quería- 
mos, ya que separando la suma en: 



w 0 -l 

E( p «< 

n=l 



~ 1 -)-Pn(z))+ £ ÍU- 1 - )~Pn(z)) 
Z a n n =n 0 +l Z Un 



Donde la parte izquierda es una función racional, y la parte derecha converge 
a p una función holomorfa en K, ya que podemos aplicar el criterio M de 
Weierstrass debido a que si |z| < \a n \2~ l entonces: 



(Pn( 



z — a t 



Pn(z)) 



< 



2_n 



Ejemplo. Sea f(z) 
2. Ahora P 0 = 



7T 



sen 2 (nz) 



, tenemos que a n = n G Z son polos de orden 



ya que a_i = 0 pues / es par y 
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